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1 Interpolazione polinomiale '

1.1 Esistenza, unicita e forma di Lagrange del polinomio di interpolazione

E data una funzione f : [a,b] — R di cui sono noti i valori f(z¢), f(z1), ..., f(z,) negli n + 1 punti distinti
xo, T1, ..., T € [a, b]. Sisceglie una classe C di funzioni definite su [a, b] a valori in R e si vuole approssimare
la funzione f(x) con una funzione g : [a,b] — R che appartiene alla classe C e che nei punti xg, 1, ..., p
assume i valori f(zo), f(x1),..., f(x,). Una scelta comune ¢ quella di prendere C come lo spazio vettoriale
(reale) dei polinomi di grado < n, ovvero C = R, [z]. In questo caso, esiste un unico polinomio p(z) € R, [z]
tale che p(x;) = f(z;) per ogni i =0, ...,n. Questo fatto & conseguenza del Teorema 1.

Teorema 1. Siano (o, %), (X1,%1), s (Tn, Yn) € R? tali che xg,xq, ..., x, sono tutti distinti. Allora esiste
un unico polinomio p(x) € R,[z] tale che p(x;) = y; per ognii =0, ...,n.

Dimostrazione. Diamo due dimostrazioni di questo teorema, entrambe istruttive.
1. Un polinomio p(x) = ag + a1 + asx?® + ... + a,2" € R,[z] soddisfa la proprieta che p(x;) = y; per
ogni 7 =0, ...,n se e solo se
ag + arxo + @x% + .o+ anxi = Yo
ap + ayry + agaﬁ + . taxt =y
Ao + a1T9 + aoT3 + ... + a1y = o

ag + a1, + a2 + ... + a, T = Yy,

cioé se e solo se il suo vettore dei coefficienti (ag, ai, ..., a,)? soddisfa il sistema lineare

2 n
Iz xj ) Qo Yo
1 = x% xy ai Y1
2
Iz x5 Ty az | =1 v2 |. (1)
1 2 n
Tn X, ), an, Yn

! Capitolo 5 del libro [1] riportato in bibliografia.



1 zg = zy
1z 22 z

La matrice (quadrata) V(zo,...,x,) = | 1 %2 %3 - 23 | sichiama matrice di Vandermonde sui nodi
1 z, 22 ),

xg, ..., T, ed é invertibile perché tra poco dimostreremo che

1 se n =0,
det[V (zg, ..., zn)] = H (i — xj) = (21 — 20) - (w9 — o) (w2 — 1) - - - (X0 — 0) - (T — Tu_1) sen > 1,

i,j=0

J @)

da cui segue che det[V (zq, ..., ,)] # 0 in quanto x, ..., x,, sono distinti per ipotesi. Quindi esiste un’unica
soluzione del sistema (1), e questa soluzione ¢

ap Yo
ai n
az | = [V(xg,...,x)] | Y2 |; (3)
Ay, Yn

cio significa che esiste un unico polinomio p(z) € R,[z] tale che p(x;) = y; per ogni i = 0,...,n, e questo
polinomio ¢é precisamente quello che ha il vettore dei coefficienti dato dalla (3).

Per concludere la dimostrazione ci resta solo da dimostrare la (2) e lo facciamo nel caso n = 3.2 Per
i =1,...,3 definiamo d; = det[V (xo, ..., z;)]. 1l nostro obiettivo & quello di calcolare d3 = det[V (xy, ..., x3)].
Per j = 4,...,2, sottraiamo dalla colonna j di V(x, ..., z3) la colonna j — 1 moltiplicata per x3, dopodiché
sviluppiamo il determinante lungo 1'ultima riga; in questo modo otteniamo

1 g x% x% 1 x a:% 1:8 — I‘%I’g 1 2 x% — XoT3 a:%(xo — x3)
1z 23 23 1z 23 23— 2ia 1z 23— marz 23 (v — x3)
d3 = 1 2 3|7 |1 2 3 52 — 1 2 _ 2 _
Ty TH T Ty TS Ty — T5T3 Ty T5— xoxw3 x5(Ty — X3)
1 z3 a3 23 1 x3 a3 0 1 3 0 0
1 xg—23 zo(0 —23) 25(T0 — 2
0~ o5 To(vo — T3) g< ) ro — x5 wo(wo — x3) xE(T0 — T3)
|1 w3 o —wy) wi(r — ) | 3 2
= 5 =(=1)°| &y —x3 x1(x1 —23) x7(T7 — 23)
1 a9 —x3 mo(wg —3) x5(T0 — 23) 5
] 0 0 0 Ty — 3 To(Ty —x3) x3(T9 — X3)

1 Ty z
= (=130 —x3) | 71 — w3 1(21 — 23) THW — T3)

To —x3 To(wy — x3) x5(T9 — T3)
1 To z2
= (=1)*(zg — 3) (71 — x3) 1 T x?
Ty — 3 To(wy —x3) T3(T9 — 13)
1 xy 2
= (—1)*(wg — x3) (w1 —23) (22 —23) | 1 27 22
1 xy 22

= (1’3 — $0)(£L‘3 — 1’1)(1’3 — l‘g)dg.

2La (2) vale sicuramente se n = 0 perché V (zg) = [1]; la dimostrazione nel caso generale n > 1 ¢ del tutto analoga a quella
che facciamo noi per n = 3.



Per ricorrenza, anche dy ammette uno sviluppo analogo a ds e quindi otteniamo
dg = (l’g — ZL‘Q)(Ig — 371)(1‘3 — Ig)dg = (Ig — f[)())({L‘g — Il)(l'g — IL‘Q) . (IQ — Io)(l'g — Il)dl
= (23 — x0) (23 — 1) (23 — T2) (T2 — T0) (22 — 1) - (T1 — T0),
dove 'ultimo passaggio vale perché dy = det[V (zg, x1)] = 1 — 2.
2. Per ogni j =0, ...,n definiamo il polinomio
Sa—m (w—wg) (@ a )@ = ) (o= o)
Li(z) = = :
rp—m (mp—mo) - (g — wima) (25 — 2 - (25 — )

i=0 "7
i#]

Gli n+1 polinomi Ly(x), L1(x), ..., L,(x) hanno tutti grado n e quindi appartengono a R,,[z]. Mostriamo ora
che essi costituiscono una base di R, [z] e per fare questo ¢ sufficiente dimostrare che essi sono linearmente
indipendenti, in quanto essi sono in numero di n 4+ 1 = dim(RR,,[z]).

Per dimostrare che Ly(z), Li(x), ..., L,(z) sono linearmente indipendenti, osserviamo che per ogni i, j =

0,1,...,n si ha
o 1 sei=3
Ljlw:) = 0y = { 0 sei#j.
Se agLo(x) + anLy(x) + ... + a,L,(x) & una combinazione lineare che coincide con il polinomio nullo,
cio¢ tale che agLo(z) + a1Li(x) + ... + a,Ly(z) = 0 per ogni x € R, allora in particolare deve essere

aogLo(x;) + a1 Ly(z;) + ...+ an Ly (x;) = 0 per ogni i = 0, ..., n, cioé agdip+ ... + @di, = 0 per ogni i = 0, ..., n,
cioé ; = 0 per ogni i = 0, ...,n. Questo mostra che Lo(x), L1(x), ..., L,(x) sono linearmente indipendenti e
pertanto sono una base di R, [z].

Definiamo il polinomio p(x) = yoLo(z) + y1L1(x) + ... + ynLn(2). p(z) € R,[z] e per ogni i = 0,...,n si
ha p(x;) = yoLo(x;) + y1 Li(x;) + ... + ynLn(x;) = y;. Quindi abbiamo provato 'esistenza di un polinomio in
R,,[x] che nei nodi z; assume i valori y;.

Supponiamo che ¢(x) sia un altro polinomio in R,[z] che nei nodi z; assume i valori y;. Poiché
Lo(z), L1(x), ..., L,(x) & una base di R,,[x], esistono By, 1, ..., B € R tali che ¢(x) = BoLo(x) + 1 L1(z) +
weo + BuLyp(x). Valutando ¢(z) nei nodi z; otteniamo che per ogni i = 0, ...,n si ha

vi = q(x;) = BoLo(x;) + B1La(x;) + ... + Buly(z:) = B,

da cui si ricava che q(x) = yoLo(z) + y1L1(x) + ... + ynLn(z) = p(x). Questo prova che p(z) ¢ 'unico
polinomio in R, [z] che nei nodi z; assume i valori y;. O

Osservazione 1. Dati n + 1 punti 2, ..., z, € C, la matrice

1 ozg 28 -+ 20

1 oz 22 . 20

2 n

V(zoyonzm) = | 1 22 2 )
1 oz, 22 -+ 20

si chiama matrice di Vandermonde relativa a z, ..., z,. Si puo dimostrare in modo identico a come abbiamo
fatto nella prima dimostrazione del Teorema 1 che, per ogni n > 0 e ogni sequenza zy, ..., 2, di punti in C,

1 se n =0,

det[V (20, ..., 2n)] = H (2 —z;) sen>1. (4)
i,j=0
1>)
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Un altro modo per dimostrare la (4) & quello di utilizzare il teorema fondamentale dell’algebra. Osserviamo
che se n = 0 la (4) segue dal fatto che V(z9) = [1]. Se n > 1 e se esistono due punti z;, z; che coincidono,
allora V(z, ..., z,) ¢ singolare (avendo almeno due righe uguali) e quindi il suo determinante ¢ nullo, in
accordo alla (4). Dunque la (4) va dimostrata solo nel caso in cui n > 1 e i punti z, ..., 2, sono tutti
distinti. In tal caso, consideriamo la seguente funzione che si ottiene sostituendo z, con z nell’espressione
det[V (20, ..., zn)]:

D:C—C, D(z) = det[V (20, ..., 2n_1, 2)].

D(z,) é il valore che vogliamo calcolare. Per le proprieta del determinante, D(z) ¢ un polinomio in C,[z]
(come si vede sviluppando il determinante lungo 'ultima riga) e inoltre D(z) si annulla negli n punti distinti
20y ey Zn—1. Quindi 2y, ..., 2,1 sono precisamente tutti gli zeri del polinomio D(z) in C. Grazie al teorema
fondamentale dell’algebra (o anche semplicemente grazie al teorema di Ruffini), D(z) si fattorizza come

D(z) =c(z—20) -+ (2 — 2p-1),

dove ¢ ¢ il coefficiente di 2™ che, come si vede sviluppando il determinante D(z) lungo 'ultima riga, risulta
uguale a det[V(zo, ..., z,—1)]. In conclusione,

D(z) =det[V (20, ..., 2n-1)](z — 20) - (2 — 2n_1).
Valutando in z = z,, si ottiene la formula
det[V (20, ..y 2n)] = D(20) = (20 — 20) -+ (20 — 2n_1) - det[V (20, ..y 2n_1)],

valida per ogni n > 1 e per ogni sequenza 2, ..., z, di punti distinti in C. Sviluppando per ricorrenza questa
formula si ottiene infine

det[V (20, ...y 2n)] = (2n — 20) - -+ (20 — 2n—1) - det[V (20, ..., 2n_1)]

=(zn—20) (20— 2n-1) " (Zn—1— 20) - (2n—1 — 2n—2) - det[V (20, ..., 2n—2)]

= G 2) (B 2 ) (Bt — 20) (et — 2na) e (5 — 7) det[v1<z()>] = H< —2).

Definizione 1. Siano (xg, o), (1,%1), ..., (Tn, yn) € R? con xg, z1, ..., z, punti distinti. L’unico polinomio
p(z) € R,[z] tale che p(x;) = y; per ogni i = 0, ..., n si chiama polinomio di interpolazione dei valori yg, ..., Yn
sut nodi Tq, ..., Tp.

La prima dimostrazione del Teorema 1 ci dice che p(x) = ag + a1z + ... + a,z™, dove

ap Yo
ay _ n
. = [V('r07x17 . 7'Tn)] ! : (5)
Qn, Yn

e V(xg,x1, ..., z,) & la matrice di Vandermonde sui nodi x, ..., .
La seconda dimostrazione del Teorema 1 ci dice che

p(x) = yoLo(x) + y1L1(2) + ... + Yo Ln(), (6)

dove per ogni j =0,1,...,n,




¢ il j-esimo polinomio di Lagrange relativo ai nodi zg,...,z,. La (6) si chiama forma di Lagrange del
polinomio d’interpolazione.

Se gli y; sono i valori nei punti z; di una funzione f : [a,b] — R, cioé se risulta f(z;) = y; per ogni
i =0,...,n, allora il polinomio p(z) si chiama anche polinomio di interpolazione della funzione f(x) sui nodi
Ly oeey L -

Esempio 1. Consideriamo la funzione f : [0,1] — R, f(x) = sin(z). Di questa funzione sono noti i valori
nei tre punti zy = 0, x; = 7/6, x3 = 7/4 e questi valori sono rispettivamente sin(xg) = 0, sin(z;) =
1/2, sin(z5) = 1/v/2. Vogliamo scrivere il polinomio di interpolazione della funzione f(z) sui nodi x, x1, z».

Utilizzando la (6) si ha immediatamente che il polinomio di interpolazione di f(z) sui nodi xg, z1,xs &

(x — mo)(x — 1)
(29 — 20) (22 — 71)

(x — z0)(x — 29)
(z1 — @o) (21 — 22)

= sin(x (z —21)(@ — )
p(x) = sin(zo) (00— 21) (20 — 22)

:lx(x—w/ll) 1 z(z—7/6)
o0 —m2/72 B n2/48

+ sin(xq) + sin(xq)

Un controllo diretto permette di verificare che effettivamente p(xo) = 0, p(z1) = 1/2, p(x2) = 1/v/2.
Sviluppando i calcoli possiamo riscrivere il polinomio nella forma canonica

24v2-36 , 9—4V2

B X.

p(x)

™ ™

Dalla (5) sappiamo che il vettore dei coefficienti di p(z) ¢ dato da

Qo 1 0

o) erD( e

e quindi, senza fare alcun conto, possiamo concludere immediatamente che

ag -1 0 B _0
o | <[ (05 7) o W

L’ultima uguaglianza puo essere verificata anche con un calcolo esplicito:

0 0
vi(o T T ©O—42)/r | =] 1/2
( 0 4> (24+/2 — 36) /72 1/v/2

Esercizio 1. Scrivere il polinomio che interpola i valori yo = 2, y; = 2.4, y» = 2.8, y3 = 3.2 sui nodi xg = 1,
T = 12, Ty — 14, T3 — 1.6.

Esercizio 2. Scrivere il polinomio di interpolazione della funzione f : [0,1] — R, f(z) = /x, sui nodi
Ty = 0, T = 016, Tog = 049, T3 = 081, Ty = 1.

Esercizio 3. Siano Lg(x),..., L,(z) i polinomi di Lagrange relativi a n + 1 nodi distinti xy,...,z, € R.
Dimostrare che la loro somma ¢ identicamente uguale a 1:

ZL,(:U) =1 perognix e R.
=0
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Figura 1: illustrazione di z(y) nel caso n = 3.

1.2 Resto dell’interpolazione polinomiale
Teorema 2. Sia f : [a,b] — R una funzione di classe C"[a,b] e sia p(x) il polinomio di interpolazione di

f(x) suglin+1 nodi distinti xo, x1, ..., x, € |a,b]. Allora, per ogni x € [a,b] esiste un punto & = £(x) € (a,b)

_ ()
f(x) —p(x) —m(ﬂi—wo)(%—%)“'(fﬁ—l‘n)- (7)

tale che
Dimostrazione. Sia x € [a,b]. Se x coincide con un nodo z; allora la (7) ¢ verificata con un qualsiasi

Supponiamo ora che x non coincida con uno dei nodi z;.

m(y)

¢ € (a,b) (entrambi i membri sono nulli).
Definiamo 7(y) = (y — zo)(y —x1) -+ - (y — x,) e 7(y) = f(y) — p(y), e consideriamo la funzione
= [aa b] - R7 Z(?J) = T(y) - F(ZE)

(si veda la Figura 1). Questa funzione ¢ di classe C"*![a, b] e si annulla in almeno n + 2 punti di [a, b] dal
momento che si annulla negli n+ 1 nodi xgy, x1, ..., 2, € anche nel punto x. Pertanto, per il teorema di Rolle,

Z'(y) si annulla in almeno n + 1 punti di (a, b); analogamente z”(y) si annulla in almeno n punti di (a,b),
2"(y) si annulla in almeno n — 1 punti di (a,b), e cosi via fino ad avere che z("*V(y) si annulla in almeno
un punto & € (a,b). Dunque, poiché p"*1)(y) ¢ identicamente nullo (perché p(y) ha grado < n) e poiché

7+ (y) = (n 4+ 1)! (perché 7(y) ha grado n + 1 ed ¢ monico), si ha
0= 20m0(g) = r"(e) - %wn(@ = fUE) =) - —”ﬁ&f—m (n+1)!
_ ) ey f(x) — p(z) n
/ (€) (x—wo)(x—azl)---(x—xn)( )

da cui segue la tesi.



Esempio 2. Ricordiamo dall’Esempio 1 che il polinomio di interpolazione della funzione f(z) = sin(x) :

24v/2 — 36 9 —4v?2
[0,1] = Rsui nodi g =0, 1 = 7/6, z3 = 7/4 & p(x) = \/_2 z° + V2
7r

x. Siat € [0,1]. Vogliamo

stimare 1’errore che si commette approssimando sin(t) con p(t).
Si ha f € C*[0,1] e f”(x) = — cos(x). Dalla (7) abbiamo che

. — COS
|sin(t) — p(t)| = %Kzﬁ — xo)(t — 1) (t — x2) (¢ & un punto in (0, 1))
€S\t — mJ6) (¢ — /)| < () jo(x — 7/6)(z — 7/4)|
= — T — T — - Imax COoS\x) - max (r\x —m Xr — T
6 — 6 ze€0,] z€[0,1]
1 1
< —-1 -max |z||z —7/6||]r —7/4] < =-1-1-7/6-7/4 ~ 0.0685.
6 z€[0,1] 6

Esercizio 4. Si consideri la funzione f(z) = arctanz.
(a) Scrivere il polinomio di interpolazione p(z) della funzione f(z) sui nodi 2o = 0, z; = 1, 5 = v/3.

(b) Per ogni fissato t € [0, 2], stimare l’errore |arctant — p(t)| che viene commesso approssimando arctant
con p(t).

Esercizio 5. Si consideri la funzione f : [0,1] — R, f(z) = sin(x). Per ogni fissato ¢ € [0, 1], stimare
I'errore che si commette approssimando sin(¢) con p(t), dove p(x) é il polinomio di interpolazione di sin(t)
sui nodi xy = 0, zy = 7/10, zy = 7/6, ,x3 = /4, x4 = 37/10. Confrontare la stima ottenuta con quella
dell’Esempio 2. Osservare che per risolvere ’esercizio non ¢ necessario conoscere p(x).

Esercizio 6. Si consideri la funzione y/z. Stimare l’errore che si commette approssimando V2 con p(2),
dove p(x) ¢ il polinomio di interpolazione di y/z sui nodi 1.69, 1.7689, 1.8769, 1.96, 2.0449, 2.1609, 2.25.

1.3 Forma di Newton del polinomio di interpolazione

Abbiamo visto la forma di Lagrange (6) per rappresentare il polinomio di interpolazione; vediamo ora
un’altra forma di rappresentazione.

Definizione 2. Sia f : [a,b] — R una funzione.
e Se y € [a,b], si definisce differenza divisa di f(x) relativa a y il numero fly] = f(y).

e Se y1,...,yr € [a,b] sono k > 2 punti distinti, si definisce differenza divisa di f(x) relativa a v, ..., yx

il numero
f[yh vy Yr—2, ?/k] - f[yh sy yk—l]

Yk — Yk-1
(se k = 2, risulta k — 2 < 1 e la formula precedente fornisce
flyal = fln] _ fy2) — f(y)

f[yhyQ] = =
Y2 — U1 Y2 — 1

f[yh 7yk] -

per cui f[y1, 2] € il rapporto incrementale di f relativo ai punti yq,y2).

Teorema 3. Sia f : [a,b] — R una funzione e siano xgy, 1, ...,x, € [a,b] punti distinti. Allora, per ogni
x € |a,b]\{zo,z1, ..., xn} si ha

f(x) = flxo] + flxo, z1](z — xo) + flxo, x1, 22)(x — xo)(x — 21) + ... + flxo, ooy x| (x — 20) - -+ (. — Tp1)
+ flzo, oy Ty ] (T — 20) - -+ (T — 24). (8)



Dimostrazione. Dimostriamo per induzione che per ogni £ =0,1,...,n si ha

f(x) = flxo]l + flxo, z1)(z — xo) + flxo, x1, 22| (x — xo)(x — 1) + ... + flxo, ooy i) (¥ — o) -+ (2 — Tp_1)
+ flzo, oo g, 2] (0 — 20) -+ - (1 — 1), Vo € [a,b\{xo, ..., Tk} 9)

La tesi ¢ semplicemente la (9) per k = n.
Per k = 0'uguaglianza in (9) diventa f(x) = f[zo]+ f[zo, ](x—1x0), ed essa & vera per ogni = € [a, b]\{zo}
per definizione delle differenze divise. Infatti, per ogni x € [a,b]\{zo} si ha

f(x) — f(20)

T — 2o

flxo] + flzo, z](z — 20) = f(20) + (x —x0) = f(2).

Supponiamo ora che la (9) sia vera per un certo k con 0 < k < n; mostriamo che & vera anche per k + 1.
Per k + 1 la (9) diventa

f(x) = flxo] + flzo, 11](x — x0) + fl20, 21, X2] (T — 20 ) (¥ — 21) + .. + flT0, o0 Tppa] (¥ — @0) - -+ (7 — 73,)
+ flzo, oy Trgr, (2 — 20) -+ (¥ — Tpp), Vx € [a,b]\{wo, ..., Try1}, (10)

ed & vera perché, per ogni z € [a,b]\{zo, ..., Tx11}, il secondo membro della (10) &

flzo] + flxo, x1](x — x0) + flwo, 1, 2] (x — x0) (2 — 1) + ... + fl20,s o0y TR ] (X — X)) - -+ (¥ — )
+ flzo, ooy Tpy1, ) (x — 20) -+ (T — Xpy1)

= flzo] + flzo, 21](x — 20) + flzo, 21, w2)(x — @o) (2 — @1) + ... + fl2o, ., T} (& — o) -+ (@ — )

flzo, sz, x| — flxo, ooy The, Tpea ] (=

T — Tk+1

= flxo] + flxo, z1](x — x0) + flzo, z1, 22)(z — 20) (2 — 21) + ... + fT0, .oy Tpya ] (x — T0) - - - (x — )
+ (flzo, -y T, ] — flToy ooy T ]) (@ — 0) -+ - (T — )

= flzo] + flzo, z1](x — 20) + flzo, 21, 22)(x — @0) (2 — @1) + ... + flwo, ..., w) (¥ — w0) - -+ (& — Tp—1)
+ flzo, ooy, (X — 20) -+ - (2 — g) = f(2),

_|_

—xg) (T — xpy1) (per definizione delle differenze divise)

dove 'ultima uguaglianza vale perché, per ipotesi di induzione, la (9) & vera per 'indice k. O]

Teorema 4. Sia f : [a,b] — R una funzione e siano xg, x1, ..., x, € [a,b] punti distinti. Allora il polinomio
di interpolazione di f(x) sui nodi xo,x1, ..., T, €

p(x) = flzo] + flxo, z1](x — x0) + flz0, 21, 22 (T — 20) (x — 1) + ... + fl20, ooy 0] (T —20) -+ (& — (). (11)
La (11) si chiama forma di Newton del polinomio di interpolazione.

Dimostrazione. 11 polinomio p(z) definito dalla (11) appartiene a R, [z]. Pertanto, ricordando il Teorema 1,
per dimostrare che p(x) ¢ il polinomio di interpolazione di f(x) sui nodi xg,z1, ..., z,, basta dimostrare che
p(x;) = f(x;) per ogni i =0, ...,n. Si ha p(zg) = flxe] = f(z0) e per ogni i = 1,...,n si ha

p(z;) = flzo] + flzo, x1](x; — xo) + flzo, 21, 22| (i — x0) (i — 21) + ... + fl2o, ooy 23] (25 — 20) -+ - (7 — 4-1)

dove l'ultima uguaglianza si ottiene valutando in x = z; la formula (9) per k£ = i — 1. Dunque p(z) ¢ il
polinomio di interpolazione di f(x) sui nodi zg, x1, ..., Ty. O
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Figura 2: tabella per il calcolo delle differenze divise.

Corollario 1. Sia f : [a,b] — R una funzione e sia p(z) il polinomio di interpolazione di f(x) sugli n + 1
nodi distinti xg, 1, ..., z, € [a,b]. Allora, per ogni x € [a,b]\{xq, 1, ..., Tn} i ha

f(@) = p(x) = flxo, ... T, 2](x — 30) -+ (z — Tn). (12)
Inoltre, flxg, ..., z,] non cambia se vengono permutati i suoi n + 1 argomenti, ossia
flxo, s xn] = flZo), - Tom)], per ogni permutazione o dell’insieme {0, ...,n}.

Dimostrazione. La (12) si ottiene sottraendo la (8) e la (11). Inoltre, per ogni permutazione o dell’insieme
{1,...,n}, flzo, ..., 2] = flTo(), -, To(n)] Perché entrambi i membri sono il coefficiente direttore di p(z), il
polinomio di interpolazione di f(z) sui nodi x, ..., x,, € p(z) non dipende dall’ordinamento dei nodi. ]

1.4 Algoritmo per la valutazione del polinomio di interpolazione in un punto

Grazie alla forma di Newton, ¢ possibile costruire un algoritmo per valutare in un punto il polinomio di
interpolazione che risulta essere buono dal punto di vista del costo computazionale. In questa sezione lo
descriviamo e ne calcoliamo il costo computazionale.

Sia f : [a,b] — R, siano zg, x1, ..., x, € [a,b] punti distinti e sia t € R. Si vuole costruire un algoritmo
per calcolare p(t), dove p(x) ¢ il polinomio di interpolazione di f(x) sui nodi zg,x1, ..., x,. Per maggiore
chiarezza illustriamo ’algoritmo supponendo che sia n = 3, cosicché, per la (11), il polinomio p(z) ¢ dato

da

p(x) = flzo] + flzo, ¥1](T — T0) + flT0, 21, T2] (T — 20) (T — 71) + [0, 71, T2, T3] (T — 20) (T — 1) (¥ — T2). (13)

La prima parte dell’algoritmo & indipendente dal punto t in cui p(z) deve essere valutato e consiste
nel calcolare le differenze divise che compaiono nella (13). Questo calcolo viene effettuato servendosi della
tabella riportata in Figura 2. Le differenze divise che devono essere calcolate vengono pensate come gli
elementi di una matrice triangolare inferiore A di ordine 4 e precisamente si pone

ai; = flTo, ..y Tj—2, Ti1] per ogni 7, taliche 1 < j<i<4
(se 7 =1, risulta j — 2 < 0 e la formula precedente & da intendere come
;1 = f[l’i,ﬂ = f(a:i,l) per ogni 1= 1, ceey 4,
si veda la prima colonna della Figura 2). Ricordando la Definizione 2, per ogni i, j tali che 2 < j <i <4,
si ha
flzo, -, Tj-3, vi1] — flwo, ..., %‘—2] Qjj—1 — Aj—1,5-1

a/’ij = f[{ﬂo, ...,xj727xi71] = Ti1 — XLi_9 - Ti1 — Tj-2 ' (14)
1= J— i I

La (14) permette di calcolare le differenze divise ricorsivamente secondo lo schema mostrato nella tabella in
Figura 2, tenendo conto che i numeri della prima colonna, ossia f[zo] = f(zo), ..., f[x3] = f(x3), sono noti.
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Una volta calcolate le differenza divise, per calcolare p(t) si usa un algoritmo analogo a quello di Ruffini-
Horner: ricordando la (13), si scrive p(t) nella forma

p(t) = flwo] + (t — o) (f[:z:o, 2] + (t — 21) (o, @1, w2) + (t — 22) fwo, 71, T2, xg]))

e si pone
hs = f[ﬁo,l‘h%,%?)]y

hi = flzo,...,x;] + (t — x;)hiz1 per ognii = 2,1,0.

ho ¢ proprio p(t).

Valutiamo il costo computazionale dell’algoritmo. Per calcolare le differenze divise della tabella in
Figura 2 si devono calcolare mediante la (14) gli elementi a;; per 2 < j <i <4 =n+1. Questi sono in
totale 6 = @ elementi e per il calcolo di ciascuno sono richieste 2 sottrazioni e 1 divisione. Quindi il
costo computazionale del calcolo delle differenze divise ¢ il seguente:

e 26 =n(n+ 1) sottrazioni,
o 1-6= """ divisioni.

Una volta calcolate le differenze divise, restano da calcolare gli h; per i = 2,...,0 (hg = h,, non va calcolato
perché & una differenza divisa che & gia stata calcolata). Per il calcolo di ciascun h; sono richieste 1
sottrazione per calcolare t — x;, 1 moltiplicazione per calcolare (¢t — z;)h;y1 e 1 addizione per calcolare
flzo, .oy xi] + (t — x;)hiyq. Quindi il costo computazionale del calcolo di hs, ..., hy (cioé di hy_1, ..., ho) € il
seguente:

e 1 -3 = n sottrazioni,
e 1 -3 =n moltiplicazioni,
e 13 =n addizioni.

Notiamo che una sottrazione ¢ di fatto un’addizione: la sottrazione £ — 7 coincide con 'addizione & + (—n)
e per il computer mettere un segno meno davanti a 7 non costa niente (non deve fare nessuna operazione),
quindi una sottrazione e un’addizione per il computer costano uguali. Considereremo pertanto le sottrazioni
come se fossero delle addizioni e dunque, se indichiamo con A, M, e D rispettivamente le addizioni, le
moltiplicazioni e le divisioni, allora il costo complessivo dell’algoritmo ¢

2
c(n):(n2+3n)A+nM—|—<%+g)D

e in totale vengono eseguite %nZ + gn operazioni.

Osservazione 2. Siccome la prima parte dell’algoritmo consiste nel calcolare le differenze divise ed &
indipendente dal punto ¢ in cui p(z) deve essere valutato, per valutare p(x) in m punti t,...,t,, € R si
procede nel modo seguente.

e Si calcolano prima le differenze divise come sopra: il costo computazionale ¢ ancora n(n—l—l)A—k@D.

e Si calcolano p(ty), ..., p(t,,) allo stesso modo in cui sopra abbiamo calcolato p(t): il costo computazio-
nale ¢ m(2nA + nM).
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Quindi il costo complessivo della valutazione di p(z) in m punti &

2
n® n
cm(n) = (n° +2mn +n) A+ mnM + <?+ 5) D
e in totale vengono eseguite %n2 + 3mn + %n operazioni.
Osservazione 3. Supponiamo che siano assegnati i punti (xo, vo), (21, ¥1), .-, (Tn, yn) € R? con xg, 11, ..., T,,

distinti. I numeri yq, y1, ..., ¥» possono sempre essere interpretati come i valori in xg, z1, ..., x,, di una qualche
funzione f : [a,b] — R definita su un qualche intervallo [a,b] che contiene i punti z,...,z,. Pertanto
'algoritmo precedente si applica anche per valutare in un qualsiasi punto ¢ € R (o piu in generale in una
qualsiasi sequenza di punti ti,...,t,, € R) il polinomio di interpolazione dei valori yg,y1, ..., ¥, sui nodi
X0, T1, ..., Tp, senza bisogno che sia specificata una funzione f(z) tale che y; = f(x;) per ogni i =0, ..., n.

Esempio 3. Consideriamo i dati

(0, 90) = (0,0),
(z1,91) = (1,3),
(z2,92) = (2,1),
(z3,93) = (3, 1).

Calcoliamo mediante ’algoritmo descritto il valore nel punto ¢ = 2.3 del polinomio p(x) che interpola i
valori 4o, Y1, Y2, y3 sui nodi g, x1, g, T3.

Sia f : [0,3] — R una qualsiasi funzione tale che f(zo) = vo, f(z1) = y1, f(x2) = y2, f(z3) = vs3.
Calcoliamo le differenze divise secondo lo schema riportato nella Figura 2. Si ha

flzol = f(z0) =0,
f[:El] = f(xl) = 9
flza] = f(x2) = 1,
fls] = f(z3) =1,
flzo, z1] = f[x;j : i(El‘o] =3,
- flxs] = flzo] _
flzo, w3] = sz 1/3,
_ flzo, 2] — flzo, 21] _
flxo, x1, 2] = P = —5/2,
Flxo, 1, 73] = f[foaﬂ;:%i : Q%,%] = —4/3,
f[l‘[))xl;xQ,l‘S] _ f[$07x17x3] - f[xO;xbe] _ 7/6
T3 — T2

Poniamo ora
hs = flzo, 21,22, 23] = 7/6
e calcoliamo i valori
hy = flxo, T, To] + (t — x5)hs = —43/20,
hy = flxo, x1] + (t — 21)hg = 41/200,
ho = flxo] + (t — o)y = 943/2000.
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a=Ig i ) Ta Ty rs=h

Figura 3: formula dei trapezi per n = 5.

In conclusione, il valore in ¢ del polinomio p(z) ¢ p(t) = hy = 943/2000 = 0.4715.

Esercizio 7. Scrivere un programma in Octave o Matlab che implementa 1’algoritmo descritto. Il pro-

gramma deve prendere in input tre vettori (a componenti reali) [zo, z1, ..., Tnl, [Y0, Y1, -, Ynl, [t1, -, L], con
xg, ..., T, tutti distinti, e deve restituire il vettore [p(t1),...,p(t,)] che contiene le valutazioni nei punti

t1, ..., Ly del polinomio p(x) interpolante i valori yg, Y1, ..., Y sui nodi xg, 21, ..., Ty.

1.5 Applicazione dell’interpolazione polinomiale: formula dei trapezi

E data una funzione continua f : [a,b] — R e si vuole calcolare un’approssimazione di fab f(z)dz. A tal fine
si suddivide l'intervallo [a, b] in n > 1 sottointervalli tutti della stessa ampiezza h = I”Ta e sipone x; = a+jh

per ogni j = 0,1, ...,n. Il valore che si prende come approssimazione di fab f(x)dx & f; s(x)dx, dove

S(JJ) _ f(SC]) + f(xj-i-l) - f(xj> f(xj-l—l) - f(xj>

S:[a’b]_)I& Tjp1 — Zj (x_xj):f(xj)+ h (QZ—:C]-)’

per x € [zj,x;41], j=0,..,n—1,

é la funzione lineare a tratti mostrata in Figura 3. Quindi il valore che si prende come approssimazione di

fab f(z)dz e

b n—1 Tjt+1 €T Tl
I — / sy =Y / PR ¥ ]>+2f<3 >h:gz[f<xj>+f<xj+l>]

J=0

—_

<.
Il
o

j=0 7%

_p | L@ 10) | M]. (15)

2

Jj=1

La (15) prende il nome di formula dei trapezi di ordine n. Vogliamo capire qual é 'errore che si commette
approssimando fab f(z)dz con I,. Per far questo utilizzeremo il seguente lemma.
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Lemma 1. Sia w : [a,b] — R wuna funzione continua con w(x) > 0 su [a,b] e siano f,g : [a,b] — R due

funzioni tali che f(z) e g(x)w(x) sono continue su [a,b] e Hl[il}]} fly) <g(x) < m[a%] f(y) per ogni x € [a,b].
yela, y€la,
Allora esiste un punto n € [a,b] tale che

[ stwtaie= s [ vy

Dimostrazione. L’idea & quella di considerare w(x) come una funzione peso. In quest’ottica il presente
lemma é una generalizzazione del teorema della media integrale (si noti che per w(x) =1 e g(z) = f(z) si
ottiene proprio il teorema della media integrale).

Sia m il minimo di f(x) su [a,b] e M il massimo di f(x) su [a,b]. Poiché w(z) > 0 su [a,b] e poiché
m < g(z) < M per ogni x € [a,b], si ha

m/ dm</ (x)w(x)dng/abw 2)dz

Consideriamo la funzione z : [a,b] — R, z(y) = f(y) ffw(x)dx Questa funzione ¢ continua perché f(y) é
continua. Quindi z(y) assume su [a, b] tutti i valori compresi tra il suo minimo, che ¢ m fabw(a:)da:, e il suo

massimo, che ¢ M ffw(x)dx In particolare z(y) assume il valore fab g(z)w(zx)dz, ovvero esiste n € [a,b] tale
che

Questo prova la tesi. n

Teorema 5. Sia f : [a,b] — R di classe C?[a,b] e sia I, la formula dei trapezi di ordine n per approssimare
f:f(x)dx. Poniamo h = "%. Allora esiste un punto n € [a,b] tale che

’ _ (b—a)f"(n) -
/a f($)d$ - In — _Th .

Dimostrazione. Poniamo x; = a + jh per j = 0,1, ...,n e indichiamo con s(x) la funzione lineare a tratti
mostrata in Figura 3, che vale

s(z) = f(z;) + f(l“j+1)h— f(z))

Osserviamo che s(z) coincide su ciascun intervallo [x;, x;41] con il polinomio (retta) di interpolazione di
f(x) sui nodi z;,x;11. Pertanto, per il Teorema 2, per ogni fissato j = 0,1,...,n e per ogni x € [z, xj11]
esiste un punto &;(z) € (x;, z;41) tale che

(x — ), per z; <z <z, 7=0,...,n—1

(@)
2

notiamo anche, in vista dell’applicazione che faremo del Lemma 1, che per ogni x € [z}, x,41] risulta

min ]f”(y) < J(G@) < max f(y)

yElzj, T4 y€lzj, zj41]

(z — ) (Tj41 — T)

(x —zj) (7 — 2j41);

e inoltre la funzione f”(;(x)) ¢ continua su [z;,2,41], essendo uguale alla funzione

continua s(z) — f(x). Si ha allora

/abf(x)dx I, = /abf(x)dx = /abs(x)dx ~ /ab[f(x) — s(a)]da = i:/+ [f(2) - s(a))de



go /m+1 fu(fa( ) P& oy — 2y = — ; /:‘“ £1((x) (x — Jrj)(zfcjﬂ — :c)dx

Zj+1 — . L —
= — f (nj) / (z IJ)(;ﬁ—l ?) dr  (per il Lemma 1; n; é un punto in [x;,x;41])
. x

.

J

hd R h no 1 K(-a)
_ min N Y Ml ) — // "
dove l'ultima uguaglianza vale perché, essendo f”(z) continua su [a,b] per ipotesi ed essendo la media
aritmetica + Z;‘;Ol f"(n;) un valore compreso tra il minimo e il massimo di f”(x) su [a, b], esiste sicuramente

un 7 € [a,b] tale che f"(n) = Z o () O

Esempio 4. Consideriamo la funzione f(z) = y/cosz : [0,1] — R. Non ¢ possibile determinare una
primitiva esplicita di y/cos x e quindi non ¢ possibile calcolare esattamente I'integrale fol V/cosz dx. Stimare
Ierrore che si commette approssimando questo integrale con la formula dei trapezi di ordine 10, I7g, ottenuta
suddividendo [0, 1] in n = 10 sottointervalli di uguale ampiezza.

Osserviamo che f € C*°[0,1]. Infatti, cosz non ha zeri su [0, 1], essendo cosz € [cos1,1] per ogni
x € [0,1] (cos1 =~ 0.5403 > 0); quindi f € C*[0,1] come composizione di cosz : [0,1] — [cos1,1]
e /y : [cos1,1] — R, entrambe funzioni di calsse C* sui loro rispettivi domini [0,1] e [cos1,1].? Di
conseguenza, f € C?[0,1] e dal Teorema 5 sappiamo che esiste un n € [0, 1] tale che

/ eoszde — Iy = =70 (10):—#%). (16)

12 1200
N2 o
Calcolando f”(x) si ottiene f”(z) = - (szn ?) E - c;)sa: e per ogni = € [0, 1] si ha
cos T
2
()] < (sinz)? ‘\/cosx (sin1) +1 < 0.9458.
4+/(cos z)? 4/(cos1)3 2
Dunque, dalla (16) si ottiene
1
V dr — Ip| = i " ——0.9458 ~ 0.0008.
/0 os AT o 1200|f (] = 1555 max 1" @)] < 1200

Esempio 5. Si consideri la funzione f(x) = y/cosx : [0,1] — R. Fissato e = 1078, determinare un n tale

\/cosxda:— <e.

che la formula dei trapezi I, fornisca un’approssimazione di fo V/cos x dx con errore
Per il Teorema 5 si ha

1f"(n)]
12n2 ’

/ eoszdr - 1, f”(n>] - (7)

dove n € [0, 1]. Nell’'Esempio 4 abbiamo visto che m{zgx] |/ ()] <0.9458 < 1 e quindi dalla (17) risulta
z€|0,1

/ veoszdr — I,

1
12n2

1
_12

(18)

3 Molto diverso ¢ invece il caso della funzione \/cosz : [0,7/2] — R; in tal caso cosz ha uno zero su [0,7/2] in x = 7/2 e
Vcosz : [0,m/2] = R & composizione di cosz : [0,7/2] = [0,1] e di /7 : [0,1] — R, in cui la prima funzione ¢ C*°[0, 7/2], ma
la seconda non & neanche C1[0, 1].
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Siccome 5 < € < n > /13-, dalla (18) si ha ‘fol Veosxdr — 1,

12n2 — 12

< € per ogni n > n(e) := L/ﬁ-‘. Nel

fol Veosxdr — 1,

nostro caso abbiamo € = 1078 e quindi, per garantire che < 1078, possiamo prendere un

qualsiasi n > n(107%) = 2887.

Esercizio 8. Si consideri la funzione f(z) = e : [0,1] — R. Fissato ¢ > 0, determinare un n = n(e) tale

. . . . . . 1 _.2 1 _..2
che la formula dei trapezi I,, fornisca un’approssimazione di fo e " dx con errore fo e "dr —1I,| <e.

Esercizio 9. Scrivere un programma in Octave o Matlab che prende in input gli estremi a, b di un intervallo,
il numero n > 1 di sottointervalli in cui viene suddiviso [a, b] e una funzione f(z) definita su [a,b] e calcola
I,,, Vapprossimazione di fab f(z)dz data dalla formula dei trapezi di ordine n, si veda la (15).

Ricordare che in Octave e Matlab, per definire una funzione f(z), ad esempio la funzione f(x) = /cosz,
si puo usare il comando
> f=Q@(x) sqrt(cos(x))
dopodiché un comando del tipo
> {(1/2)
fornisce il valore della funzione f(z) nel punto 1/2.

2 Approssimazione ai minimi quadrati nel discreto*

2.1 1l problema generale dei minimi quadrati nel discreto

E data una funzione f : [a,b] — R di cui sono noti soltanto i valori f(z¢), f(z1),..., f(x,) negli n + 1
punti distinti zg, z1, ..., 2, € [a,b]. Fissata una classe C di funzioni definite su [a,b] a valori in R, si vuole
approssimare la funzione f(z) con una funzione g : [a,b] — R che appartiene alla classe C e che minimizza
la somma dei quadrati degli errori | f(z;) — g(x;)], i = 0,...,n. In altri termini, si cerca g € C tale che
f— = min ||f — 19
16— gl = i £ — . (19)
dove per ogni funzione u : [a,b] — R il simbolo grassetto u denota il vettore di componenti u(x;),i =0, ..., n:
u(zo)
u(z1)
u= _

Il caso di interesse nella pratica é quello in cui la classe C & uno spazio vettoriale di dimensione finita
(diciamo m + 1), ossia un insieme di funzioni della forma seguente:

m
C= {Z cjo;(x) : co 1y cm ER, o, P1, ..., 0t [a,b] = R funzioni linearmente indipendenti} )
5=0

(20)
D’ora in avanti supporremo quindi che C sia I'insieme (20). Notiamo che le funzioni ¢, ¢1, . . ., ¢, sono una
base di C e quindi ogni g € C puo essere scritta come combinazione lineare

o(w) =3 a6,(x) (21)

4 Sezione 13 del Capitolo 5 del libro [1].
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per un unico vettore @ = (ap, aq,...,a,)7 € R™M. Di conseguenza, il problema di determinare una
funzione g(x) che risolva il problema di minimo (19) si riconduce al problema di determinare il suo vettore

dei coefficienti a. Valutando la (21) nei punti z;, i =0, ..., n, otteniamo le identita
m
g(z;) = Zajgbj(xi), i=0,...,n,
=0

dove

do(0) 1(w0) da(z0) -+ (o)
Po(w1) d1(w1) Pa(x1) -0 (1)
® = [¢(i)]i=0..n. = ¢0(.902) ¢1(.5U2) ¢2('~’172) ¢m@2) € RODx(m+1), (22)

do(tn) G1(tn) balwn) - bmlan)

In conclusione, per ogni funzione g € C, detto a = (v, a1, ..., )T il suo vettore dei coefficienti rispetto
alla base ¢g, @1, ..., 0m € posto g = (g(xo),g(x1), ..., 9(x,))T, si ha g = P, dove ® ¢ la matrice (22).
Dunque, il problema di trovare g € C che soddisfi la (19) si riconduce al problema di trovare ac € R™*! tale
che

I - fal = min £ - 0] (23)

Il problema (23) viene detto problema dei minimi quadrati nel discreto. Ogni sua soluzione @ € R™*!
fornisce tramite la (21) una funzione g € C che risolve il problema di minimo (19) e che percio viene detta
approssimazione ai minimi quadrati nel discreto della funzione f.

Teorema 6. Siano xg, 1, ...,x, € [a,b] punti distinti, siano ¢g, G1, ..., ¢m = [a,b] = R funzioni linearmente
indipendenti, sia ® la matrice (22) e sia f € R™. Le sequenti affermazioni sono equivalenti.

1. Il vettore a € R™ soddisfa ||f — Pa|y < ||f — P32 per ogni B3 € R™H.
2. 1l vettore a € R™*! soddisfa T dax = dTF.

In altri termini, le soluzioni o del problema dei minimi quadrati (23) coincidono con le soluzioni del sistema
lineare ®T®oc = ®Tf, detto sistema delle equazioni normali.

Dimostrazione. (1 = 2) Definiamo la funzione ¢ : R™*! — R,

o(8) = £ — BB|2 = Z( Zcm) . (24)

i=0

Per ogni k =0,...,n si ha

n

3@ " .
o5, P = 2(,;2 Z%ﬁj) ig) = =23 _(®)i(fi = (©B):)

1= i=0

—2( (@7 )i Z(@%(%) — 2((@7E), — (370);) = 2(TBF - BTE),,

1=0 i=0
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ossia

Vo(B) = 2(¢7e8 — o). (25)

Se a soddisfa ||f — Pa|z < [|f — @82 per ogni B € R™*! allora «¢ & un punto di minimo assoluto di ® e
dunque deve essere Vip(a) = 0, cio¢ a soddisfa T da = OTF.
(2 = 1) Se a soddisfa ®Tda = ®Tf, allora verificheremo che per ogni B3 € R™*! si ha

p(B) = p(a) +[|o(a — B)[I3. (26)

Dalla (26) concludiamo che p(3) > ¢(a) per ogni 3 € R™!. Questo significa che o ¢ un punto di minimo
assoluto di ¢, ossia ||f — ®al|s < ||f — P32 per ogni B € R™L. Per concludere la dimostrazione resta solo
da dimostrare la (26).

Dimostrazione della (26).

p(B) = |If — 2|3 = (f — 28)"(f — 28) = (f — Pa + P(a — B))" (f — Do+ P(ex — B))
— (@) (f — ®a) 1 (f — D) Do~ B) + (o — B)TDT(F — Bex) + (o — ) DT D(cx — )
= Hf — Doy + (a = B) 2" 0(a — B) +2(a — B)" ' (f — Pex)

)+ (= B)' 2" P(a — B) +2(a — B)(2'f — " Pax)

ola) + (a—B)'d"Td(a - B) (perché a soddisfa @7 da = ®7f)

= p(a) + (2(a - B))" @(a — B)

pla) + [[@(e = B)I2.

ola

(87

]

Esercizio 10. Si consideri la funzione ¢ : R™™! — R definita in (24), il cui gradiente ¢ dato dalla (25). Si
verifichi che la matrice Hessiana di ¢ é la matrice costante data da

Hp(B) =207,
Perché non giunge inatteso il fatto che Hp(3) sia una matrice semidefinita positiva?

Rimandiamo il lettore a [2, Capitolo 7| per una dimostrazione alternativa del Teorema 6 basata su
argomenti di algebra lineare e geometria nello spazio euclideo.

Osservazione 4. Supponiamo che la matrice ®T® sia invertibile (cio si verifica se e solo se ® ha rango
uguale al suo numero di colonne m+ 1, si veda il Lemma 2). In tal caso, indipendentemente da f, il sistema
delle equazioni normali ®7®a = ®Tf ha un’unica soluzione

a = (7o) 'eTf. (27)

Quindi, per il Teorema 6, esiste un'unico vettore o € R™*! che soddisfa il problema dei minimi quadrati
(23) e tale vettore a ¢ dato dalla (27). Di conseguenza, esiste un’unica funzione g € C che soddisfa il
problema di minimo (19) e tale funzione g ¢ data dalla (21) con a = (ag, a1, . . ., o) T dato dalla (27).

Lemma 2. Sia A € R™*. La matrice ATA € R**® ¢ invertibile se e solo se A ha rango s.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che

AT A ¢ invertibile <= rango(A) = s. (28)
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Per farlo, dimostreremo la contronominale logica della (28), ovvero
AT A non ¢ invertibile <= rango(A) < s. (29)

Si noti che dire ‘rango(A) # s’ é lo stesso che dire ‘rango(A) < s’ in quanto A non pud avere rango maggiore
di s avendo solo s colonne.

( <= ) Supponiamo che rango(A) < s. Allora le colonne A® ... A®) di A sono linearmente dipendenti
per cui esiste 3 € R*\{0} tale che 3;AM + ... + B3,A®) =0, ovvero AB = 0. Cid implica che ATAB =0 e
dunque A7 A non é invertibile essendo il suo nucleo non ridotto al solo vettore nullo.

( = ) Supponiamo che AT A non sia invertibile, ovvero esiste 3 € R*\ {0} tale che ATAB = 0. Allora
risulta 0 = BT ATAB = || AB||3, per cui AB = 0, cioé ;AN 4. ..+ B,A) = 0. Questo mostra che le colonne
di A sono linearmente dipendenti e quindi rango(A4) < s. O

Osservazione 5. I valori f(xg), f(x1),..., f(z,) provengono di solito dal rilevamento di dati sperimentali.
Normalmente, essi sono in numero (molto) maggiore rispetto alla dimensione m + 1 della classe di funzioni
C dalla quale si vuole estrarre la funzione g(z) che approssima ai minimi quadrati la f(x). Pertanto si ha
m < n e la matrice ®, salvo casi eccezionali, ha rango m + 1. Di conseguenza ®7® ¢ invertibile per il
Lemma 2 e si applica quanto affermato nell’Osservazione 4.

2.2 1l caso polinomiale

Un caso di primaria importanza nelle applicazioni é quello in cui C é I'insieme dei polinomi di grado < m,

C=R,[z] = {cha:j D CoyCly ey Cm ER}.
§=0

In tal caso le funzioni ¢;(x) in (20) sono le funzioni della base canonica di R,,[z], ovvero

pi(r) =27, j=0,...,m.

La matrice ® in (22) & data da

2 m
1z xg xg
m
1z 2f xy
j 2 m 1)x 1
CI) —_ [xz] i=0,...n = 1 i) $2 1'2 = Van(ZE()wl’l, e ,ZEn) - R(TH_ ) (m+ ) (30)
7=0,....,m . .
2 m
1 z, =z x,
e si chiama matrice di Vandermonde n x m sui nodi xg, ..., T,.>
Proposizione 1. Siano xg,x1,...,x, € R punti distinti e sia m < n. Allora la matrice di Vandermonde
Y 7 )
O =V, m(zo, 21, ..., 2,) ha rango m + 1.

Dimostrazione. La sottomatrice costituita dalle prime m + 1 righe di ¢ é la matrice di Vandermonde

quadrata V' (xg,x1,...,z,). Dalla formula (2) e dal fatto che i punti xg, z1, ..., z,, sono distinti sappiamo
che det(V(zg,x1,...,2m)) # 0. Dunque le prime m + 1 righe di ® sono linearmente indipendenti e si
conclude che rango(®) = m + 1 (si noti che rango(®) non puo essere maggiore di m+ 1 in quando ¢ ha solo
m + 1 colonne). O

®Si noti che se m = n allora V,, ,,,(zo,...,2,) non ¢ altro che la matrice di Vandermonde V (zo,...,z,) incontrata nella

Sezione 1.1.
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Tempox | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Portata f(x) | 1251 13.05 11.7 9.26 83 6.25 534 459 514 6.36 10.31 13.88

Tabella 1

Mettendo assieme la Proposizione 1 con 1’Osservazione 4, otteniamo il seguente corollario che riassume
i risultati dell’approssimazione ai minimi quadrati nel caso polinomiale in cui ¢ C = R,,[z].

Corollario 2. Siano xg,z1,...,x, € |a,b] punti distinti, sia f : [a,b] — R una funzione di cui sono noti i
valori f(xo), f(x1),..., f(x,), € sia m < n. Allora esiste un unico polinomio p(z) = ag+ oz + ...+ apr™

in R, [x] tale che

Z|f(xz)_p(z = min Z|fxz _qxz|'
=0

q€Rm [z] 4
Il corrispondente vettore dei coefficienti o = (v, g, . . . ,am)T ¢ dato da
o= (0T0)'oTf,
dove £ = (f(zo), f(x1),..., f(zn))T € ® =V, (w0, 21, ..., 2,) & la matrice di Vandermonde n x m sui nodi

X0, 1, - . ., Ty, data dalla (30).

Esempio 6. I dati in Tabella 1 si riferiscono alla portata d’acqua di un fiume misurata in m?3/sec. Le
misurazioni sono state effettuate a intervalli di tempo regolari di 30 giorni, partendo dal 30 Gennaio di un
dato anno preso in esame. Sia f la funzione che ad ogni istante di tempo x associa la portata f(z) del
fiume. Poniamo x = 0 all’inizio dell’anno considerato e x = 1 al tempo della prima misurazione, di modo
che I'unita di tempo sia l'intervallo che trascorre tra una misurazione e la successiva. Vogliamo determinare
il polinomio p(z) di grado al pit 3 di migliore approssimazione ai minimi quadrati per f(z), per 0 < z < 12.

In questo esempio ¢ n = 11, z; = i+1 € [0,12] per i =0, ..., n, i valori f(z;) sono riportati in Tabella 1,
e m = 3. Utilizziamo il Corollario 2 per determinare p(x). Si ha
11 1 1 12.51
1 2 4 8 13.05
1 3 9 27 11.7
1 4 16 64 9.26
1 5 25 125 8.3
1 6 36 216 6.25
C=Vual2 1=y 7 g9 g3 [0 FE 53 |
1 8 64 512 4.59
1 9 81 729 5.14
1 10 100 1000 6.36
1 11 121 1331 10.31
1 12 144 1728 13.88
12.3914
e | 10993 B , \
a= (PP P ax _06152 | p(z) = ap + a1 + e + agx
0.0447 ~ 12.3914 + 1.0993 z — 0.6152 2% + 0.0447 2°.

La Figura 4 mette a confronto il polinomio di migliore approssimazione ai minimi quadrati p(x) con il polino-
mio d’interpolazione ¢(x) dei dati riportati in Tabella 1 (ossia il polinomio d’interpolazione di f(x) sui nodi
x;, 1 =0,...,n). Sivede chiaramente dalla figura che il polinomio d’interpolazione non & un’approssimazione

accettabile di f(x).
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21+ 1

—p(x)
197 q(z)
17+ % dati (4, f(3)), i=1,...,12
15+ -
3
}3 */-—-*-——\*\* d

e 7

W ot g © =
T

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 4: confronto fra il polinomio di migliore approssimazione ai minimi quadrati p(z) e il polinomio
d’interpolazione ¢(z) dei dati riportati in Tabella 1.
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